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kann im Speicher wie fdlgt dar'gestéllt werden:
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In den meisten Algorithmen fiir balancierte Binérbaume hat jeder Knoten vier Felder: die
Pointer auf den linken und den rechten Sohn, ein Balancefeld, das vom Algorithmus ab-
héngt, und ein Datenfeld. o Mk M . .,,,WJL /m‘o@( UDVK con ey

Auf einen externen Knoten verweist ein NIL-Pointer seines Vaters, seine Felder sind be-
deutungslos. In biniren Suchbiumen ist ein Datenfeld irgendeine sortierbare Information,
so daB fiir alle internen Knoten ,,p* gilt: alle Werte im linken Teilbaum des Knotens ,,p*
sind kleiner und alle Knoten im rechten grBer als der Schliissel von ,,p*. ‘

2.3. Suchen, Einfiigen, Loschen

Die Konstruktion eines zufilligen Biniirsuchbaums, also chne Balancierung, ist trivial. Der
Schliissel des einzuftigenden Knotens, der notwendigerweise ein Blatt ist, wird mit dem
Schliissel der Wurzel verglichen. Ist er kleiner, fahrt die Funktion rekursiv mit dem linken
Unterbaum fort, andernfalls mit dem rechten, bis sie auf einen externen Knoten trifft. Die
so gefundene Folge von Knoten, die von der Wurzel bis zu einem externen Knoten fihrt,
heifit Suchpfad. :

Der gefundene externe Knoten ist der Einfiigeplatz des neuen Blatts. Bei seiner Initialisie-
rung werden die Pointer auf die Sohne auf NIL und das Datenfeld auf den Schlussel ge-
setzt. Der unrittelbar vorhergehende interne Knoten ist der Vater, bei dem der Verweis
auf den neuen Sohn aktualisiert werden muB.

Das Loschen eines Knotens erweist sich als etwas komplizierter: wie im Fall des Einfiigens
vergleicht man den zu 16schenden Schliissel mit der Wurzel und folgt dann dem Suchpfad.
Ist der zu 16schende Knoten gefunden, gilt es festzustellen, ob er zwei Sthne hat. Trifft das
nicht zu, so wird der auf ihn zeigende Pointer des Vaters entweder auf NIL oder auf den
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einzigen Sohn gesetzt. Hat er allerdings zwei Sthne, so ist sein Wert '(Inhaft des Daten-
felds) durch den groBten des linken Teilbaums oder den kleinsten des rechten Teilbaums
Zu ersetzen. ,

Bindrbiume lohnen sich im wesentlichen nur fiir eine groBe Anzahl von Elementen, jedoch
sollte diese auch nicht zu groB sein, da sich die Datenstruktur in erster Linie fiir die interne
Speicherung der Daten eignet. Auf externen Massenspeichern verwendet man besser bei-
spielsweise B-Bidume. : :

UngewiBheit besteht bei der Verwendung von zufélligen Binirbiumen dariiber, wie die
Algorithmen zum Einfiigen und Lischen die Struktur des Binirbaums im Laufe der Zeit
verindern. Der schlechteste Fall ist offensichtlich die lineare Liste, in der die Elemente

zum Beispiel in auf- oder abstelgend sortlerteg Reihenfolge eingefiigt werden.
. a (%
Allgemeine Suchbaurdrygesta en es,“&e Operationen Suchen, Einfiigen und Lischen im
N)

Mittel in der Zeit O(1 durchzufiihren, wobei n die Anzahl der Knoten des Suchbaumes
ist. Voraussetzung fiir dieses glinstige Zeitverhalten ist, daB die Knoten einigermaien
gleichmiiBig auf alle Unterbiume des Baums verteilt sind.

Bei dynamischer Verinderung durch Einfiige- und Loschoperationen kann der Baum je-
doch zunehmend entarten, also z.B. "linkslastig" oder "rechtslastig” werden. Bei ausge-
glichenen Bsumen wird diese Degeneration durch stéindige Korrektur des Baumes vermie-
den. Daher garantieren ausgeglichene Biume eine Such- und Einfiigezeit von O(ld N)

Der zusitzliche Aufwand zur Neuorganisation des Baums lohnt aber meist nur, wenn die
Anzahl der Zugriffe bedeutend groBer als die Anzahl der Einfiige- und Loschoperationen
ist. Trotz ihres Risikos, zur linearen Liste zu degenerieren, liefern zufillige Bindrbdume
meist befriedigende Leistungen, da sie sich durch sehr einfache und kurze Implementle-
rungen auszeichnen.

2.4, AVL-Biume ’/yﬁrﬁgwdw&

Prozeduren zum Einfiigen und Ldschen, die jedesmal die perfckte Balance des Baums
wiederherstellen, lohnen sich also kaum. Daher muB man versuchen, durch schwiichere
Definitionen der Balance Verbesserungen zu erzielen. Ein solches Kriterium fiir unvoll-
stindige Balance sollte einfache Prozeduren zur Neuorganisation, auf Kosten einer nur
geringen Verschlechterung der mlttleren Pfadlange gegeniiber dem Optimum, ermogli-
chen.

Eine adiiquate Definition dafiir wurde von den beiden russischen Mathematikern Adelson-
Velskii und Landis 1961 postuliert: ein Baum ist genau dann ausgeglichen, wenn sich fiir
jeden Knoten die Hohen der zugehorigen Teilbdume um h&chstens 1 unterscheiden.

 Baume, die diese Bedingung erfiillen, heiBen nach ihren Schopfern AVL- oder auch hi-
henbalancierte Biume. Die Definition ist einfach, fithrt aber dennoch zu sehr handlichen
Ausgleichsprozeduren und zu Pfadldngen die praktisch mit denen in einem perfekt balan-
cierten Baum identisch sind.

Das Balancefeld eines AVL-Knotens kann die Héhendifferenz mit zwei Bits anzeigen (+1:
der rechte Sohn ist héher, 0: gleiche Hohe, -1: der linke Sohn ist hoher). Knoten mit einem
Balancegrad von 0 bezeichnet man als balancierte Knoten, andere als unbalancierte.
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_ Man kann beweisen, daB ein AVL-Baum mit N Knoten héchstens die Hohe 1,4404*1d
.. (N+2) besitzt, also hochstens 44% iiber dem minimalen Wert 1d N. AVL-Béume eignen
sich daher zur Verwaltung von Daten, in denen oft gesucht wird und die oft verindert wer-

den.
L B /
2.5. B-Baume - ha LM?:Z = s
Fiir die Speacherung auf externen Spelchern verwendet man besser B-Biume, um die An-
zahl der Zugriffe zu verringemn. Man kann dazu die Suchbaumstruktur sinngemiB auf die
Verwendung externer Speichereinheiten tibertragen. Z. B. sind fiir Magnetplattenspeicher
_ die Zeiger auf die Sohne eines Knotens dann nicht mehr Hauptspeicheradressen, sondern

. Plattenspeicheradressen.

. Beispiel: Die Suchzeit, die sich zum Auffinden gewisser Daten erglbt soll an einem Such-
~ baum mit 1.000.000 Knoten erliutert werden. Die zu erwartende Suchzeit in einem Such-
" baum mit n Knoten betriigt mindestens 1d (n) Schritte. Man ‘muBl daher mit [1d (1.000.000)]
=20 Plattcnzugnffen rechnen.

Man reduziert daher die Plattenzugriffe auf ein MindestmaB, indem man je Zugriff nichf
einen einzelnen Knoten, sondern ein ganzes Teilstiick von der Magnetplatte in den Haupt-
speicher uibertriigt und innerhalb dieses Teilstiicks sucht.

Teilt man den Baum in die umrandeten Stiicke zu je 7 Knoten und ibertrigt mit jedem
Plattenzugriff ein solches Stiick in den Hauptspeicher, so reduziert sich die Zahl der Plat-
tenzugriffe fir die Suche eines Knotens von maximal 6 auf maximat 2. Bei 1.000.000
Knoten benotlgt man also nur noch [logz (1.000.000)] = 7 Zugriffe.
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Abb. 1: Aufteilung eines Baumes in Teilstiicke zu je 7 Knoten

In der Praxis unterteilt man den Suchbaum (statt in 7 Teilstiicke) meistens in Teilstiicke der
Grise 255 bis 1023 (25-1 bis 2'°-1) Knoten. Bei einer StiickgroBe von 255 Knoten benttigt
man fiir die Suche eines Knotens in einem Baum mit 1.000.000 Knoten

[Logzse (1.000.000)] = 2,5 Plattenzugriffe.
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Die Suchzeit innerhalb eines Teilstiicks mit 255 Knoten, der sich im Hauptspeicher befin-
det, kann gegenitber dem Plattenzugriff vernachlissigt werden.

- Da umfangreiche Einfiige- und Loschoperationen von Knoten zur Entartung eines Baumes,

" also zu ausgediinnten, listenartigen Strukturen fithren konnen, wurde 1972 von R. Bayer
und E. McCreight analog zum ausgeglichenen Baum der B-Baum entwickelt. ,.B" weist
auf "balanced" hin (B-B#ume sind hohen-balancierte Biume, bei denen alle Blitter auf
dem gleichen Niveau liegen).

Ein Baum heiit B-Baum der Ordnung m, falls die folgenden Eigenschaften Zutreffen:
a) Jeder Knoten enthiilt hochstens 2m Schliissel.

b) Jeder Knoten (mit Ausnahme der Wurzel) enthilt m1ndestcns m Schliissel. -

¢) Ein Knoten mit k Schliisseln hat genau k + 1 Sohne oder keinen Sohn.

d) Alle Knoten, die keine Sthne haben, befinden sich auf dem gleichen Niveau.

e) Suchbaumeigenschaft: Sind sy, ..., sy mit m <= k <= 2m die Schliissel eines Knotens x,

- dann sind alle Schliissel des ersten Sohnes von x kleiner als s, alle Schliissel des
(k+1)-ten Sohnes griBer als sy und alle Schliissel des i-ten Sohnes, 1 <i < k+1, gréBer
als s;.1, und kleiner als s;

25.1. B-Baum als Index einer Datenbank

Um eine Anfrage so schnell wie moglich zu beantworten, sollte eine Datenbank méglichst
nur die tatsichlich benétigten Datensiitze von der Festplatte laden. Dazu bedienen sich
Datenbanken so genannter Indexierungstechniken. Zusitzlich zu den eigentlichen Nutzda-
ten speichern sie einen oder mehrere Indexe, iiber die sie sehr effizient nach bestimmten
Schliisseln suchen oder sortieren kénnen. Der B-Baum und seine Varianten sind ein De-
facto-Standard zur Indexierung von Datenbanken. ‘

Beispielsweise lassen sich mit einem Verzweigungsgrad von 256 Nachfolgern pro Knoten
und einer Hohe von 3 bereits 256° = 16.777.216 Blatter verwalten. Um einen Datensatz zu
suchen, geniigen drei Blockzugriffe (ca. 30 ms). Ein sequenzieller Scan iiber eine Daten-
bank dieser GroBe wilrde demgegeniiber knapp 20 Minuten benotigen (bei einer Blockgr6-
Be von 2 KByte und einer Ubertragungsrate von 30 MByte/s).

Die eigentlichen Datensitze: bringen aktuelle Datenbanken iibrigens nur in den Blittern
unter. Die dariibertiegenden inneren Knoten speichern lediglich Schliissel und Zeiger auf
Nachfolgeknoten. Dies spart Platz in den Indexknoten und trigt so zu einem hohen Ver-
zweigungsgrad bei. Diese Variante des B-Baums heifit in der Literatur auch B*-Baum.

In den Blittern liegen die Datensitze in der Reihenfolge der Schliissel vor. Hat man erst
einmal einen Datensatz {iber den Index gesucht und den entsprechenden Datenblock in den
Speicher geladen, so sind damit automatisch auch die restlichen, unmittelbar folgenden
Datensiitze des Blocks im Zugriff. Durch diese auch als Satz- Clustering bezeichnete Ei-
genschaft lassen sich die Datensiitze effizient in Schliisselreibenfolge sequenziell durchlau-
fen. Das soeben Gesagte gilt allerdings nur fiir den so genannten Primirindex.

Meist bendtigt man in einer Datenbank jedoch auch die Moglichkeit, nach weiteren
Schliisseln zu suchen. Dies lisst sich leicht durch zusitzliche, so genannte Sekundérindexe
erreichen. Dabei handelt es sich ebenfalls um B(*)- Bdume, in deren Blittern jedoch nicht
die vollstindigen Datensitze, sondern lediglich Verweise auf diese stehen.

Beim Suchen iiber einen Sekundirindex fallt also ein zusitzlicher Blockzugriff an, um den
eigentlichen Datensatz zu laden. Bei einer einzelnen Punktsuche fillt dies nicht weiter ins
Gewicht, wohl aber beim sequenziellen Durchlaufen der Datenbank. Beziiglich eines Se-
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kundirschliissels liegen die Datenstitze nimlich ungeclustert, also in zufilliger Reihenfolge -
auf der Platte, sodass fiir jeden einzelnen Datensatz ein erneuter Plattenzugriff anfillt.

Daher sind Sekund'ziriﬁdexe bei Anfragen mit groBen Ergebnismengen spiirbar langsamer

"als der Primirindex. Da die Daten nur in einer Reihenfolge auf der Platte liegen konnen,
kann es nur einen Primirindex geben. Die Anzahl der Sekundirindexe ist dagegen belie-
big.

Primitive PC-,,Détcnbanken“ wie ctWa die alten dBASE- Versionen legen die Daten itbri-
gens grundsitzlich ungeclustert ab, haben also iiberhaupt keinen Primérindex im Sinne der
obigen Erklirung, sondern alle Indexe sind Sekundérindexe.

Nicht zu verwechseln sind diese beiden Indexbegriffe mit den im Datenbankbereich eben-
falls gebriuchlichen Begriffen des Primir- und Sekundirschliissels. 'Ein Primirschliissel
- einer Tabelle hat die Eigenschaft, dass jeder Schliisselwert einen Datensatz eindeutig cha-

rakterisiert. Gleiche Werte diirfen innerhalb einer Tabelle also nicht mehrfach vorkommen.

Sekundiirschliissel haben diese Einschriinkung nicht. Ein typischer Primérschliissel ist zum
Beispiel eine fortlaufende Kundennummer (keine zwei Kunden haben dieselbe Nummer).
In Feldern wie Name oder Vorname kann dagegen durchaus derselbe Wert in verschiede-
nen Datensitzen auftreten, weswegen sie nur als Sekundirschliissel taugen.

Trotzdem kann man beispielsweise einen Sekundirschliissel wie den Namen fiir den Pri-
mirindex benutzen: dies bedeutet lediglich, dass die Daten auf der Platte entsprechend
diesem Schliissel geclustert sind. '

2.5.2. Beispiele

1) Bei der graphischen Darstellung von B-Biumen faBt man alle Knoten eines Teilstiicks
in einem Knoten zusammen. Abb. 2a zeigt den Baum aus Abb. 1 als B-Baum der Ord-
nung 4 (bzw. 5, 6 oder 7). '

2) Finen B-Baum der Ordnung 2 zeigt Abb. 2b: Jeder Knoten enthdlt zwei bis vier
Schiiissel und besitzt, sofern er kein Blait ist, drei bis fiinf Nachfolger. Um in einem .
B-Baum mit n Knoten der Ordnung m einen Wert zu suchen, muB man hdchstens
10gm,1(n)-mal auf die Platte zugreifen.
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m Abb. 2b: B-Baum der Ordnung 2

17 Abb. 3: Einfligen des Schliissels 45 in den B-
: Baum von Abb, 2b

28

‘; Abb. 2a: Baum aus Abb. |

als B-Baum

B-Biume sind also sehr gut geeignet fiir die Verwaltung von Daten, auf die hauﬁg zuge-
griffen wird und die sich laufend veréindemn.

Suchen:

Einen Schliissel s im B-Baum findet man wie bei Suchbiumen, indem man beginnend bei
der Wurzel priift, ob s im gerade betrachteten Knoten x enthalten ist. Falls dies zutrifft, ist
man fertig. Andernfalls priift man, ob x ein Blatt ist. Falls ja, dann endet die Suche erfolg-
los, falls nein, dann stellt man fest, zwischen welchen Schliisseln s;.1, und s; des Knotens x
der Schliissel s liegt (bzw. ob s < s;, oder ob s > sy ist) und setzt die Suche danach beim
Knoten x.sohnfi] fort.

Einfligen:

Das Einfiigen von Schliisseln gcschleht g;rundseitzhch in den Blittern. Man durchlauft mit
dem neu einzutragenden Schliissel den B-Baum wie beim Suchen, bis man auf das Blatt
stoBt, wo der Schliissel einzutragen ist (vgl. Abb. 3). Die Zahi der Schliissel je Knoten
(Wurzel ausgenommen) mufl zwischen m und 2m liegen. Betriigt sie weniger als 2m, dann
ist das Einfiigen erfolgreich beendet. Betriigt sie jedoch 2m, so entsteht ein Uberlauf, d. h.
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das Blatt enthilt jetzt 2m+1 Schliissel. In diesem Fall teilt man den Knoten in zwei Knoten
zu je m Schliisseln. Der mittlere Schliissel des Knotens wird vom Vater aufgenommen.
Falls auch der Vaterknoten “iiberiiuft", muB er ebenfalls in zwei Knoten aufgeteilt und
sein mittlerer Schliissel nach oben an seinen Vaterknoten weitergereicht werden usw.

In Abb. 3 wird in den B-Baum von Abb. 2b der Schliissel 45 hinzugefiigt. Das Einfligen
des Schliissels 680 dagegen bewirkt zweimal einen Uberlanf (Abb. 4a bis 4e). Liuft die
Wurzel iiber, dann wird sie aufgespalten und eine neue Wurzel angelegt In diesem Fall ist ~
der B-Baum um eine Stufe gewachsen. Man beachte, da B-Biume im Gegensatz zu aus-
geglichenen und anderen Biumen von den Blittern zur Wurzel hin wachsen.

Abb. 4a: Beim Einfiigen des Schliisseis 680
in den Baum der Abb. 3 entsteht Zunichst
diese unzulissige Situation (flinf Schiiissel in
einem Knoten, ,.Uberlauf*)

Abb. 4b: Der zu groBe Knoten wird aufge-
spalten und der mittlere Schiiissel 680 wird
sum Vaterknoten weitergereicht; zugleich

_ist ¢ine neue Kante zu erzeugen
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Abb, 4d: Der mittlere Schilissel (zufdllig
wiederum 680) wird weitergereicht, Die
Endsituation des Gesamtbaums, der sich
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aus Abb. 3 nach Einfiigen von 680 ergibt, ist 950
in Abb. 4¢ angegeben 71

Abb. 4e: B-Baum aus Abb. 3 nach Einftgen
von 680

Das Loschen eines Schliissels s ist komplizierter. Zundchst sucht man den Knoten X, in
dem s enthalten ist. Falls x ein Blatt ist, dann léscht man s; eventuell muf man einen ,,Un-
terlauf“ bereinigen. Falls x kein Blatt ist, dann ermittelt man den néchstgréBeren Schliissel
s' zu s im Baum. s' steht in einem Blatt, und zwar ist s' der duBerste linke Schliissel im du-
Bersten linken Blatt des Unterbaumes, zu dem die hinter s in x stehende Kante fiihrt.

In Abb. 4e ist z. B. 713 der niichstgréBere Schlilssel zu 680 und 41 der nichstgroBere
“Schliissel zu 31 (Abb. 5). Man ersetzt nun s durch s' und 16scht s' im Blatt. Ob x ein Blatt
ist oder nicht, das Ldschen von s fithrt in jedem Fall zum Loschen eines Schliissels in ei-
nem Blatt x".

Wenn das Blatt x' weiterhin mindestens m Schliissel besitzt, ist das Loschen beendet. Ste-
hen in dem Blatt x' dagegen nur noch (m-1) Schliissel, so spricht man von einem Unterlauf.
Man fiillt dann x' mit Hilfe der Schliissel eines Nachbarknotens auf.

Wenn in Abb. 5 z.B. 680 geloscht werden soll, so wird 680 durch den nichstgréBeren
Schliissel 713 ersetzt. Durch das Loschen von 713 entsteht dann ein Unterlauf (Abb. 6a).
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Uber den Vaterknoten 18t man nun einen Schliissel vom Nachbarknoten in das Blatt flie-
Ben (hier: 776 flieBt in das Blatt und 804 riickt in den Vaterknoten nach, Abb. 6 b).

B

Unterbaum
u 31
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813 k1776

Unterbauwm
2u 680

Abb. 6a: Zwischensituation beim Laschen
Abb. 5: 41 ist nichsigroBerer Schiissel zu von 680 im Baum der Abb, 5. In einem Blatt
31, 713 ist nichstgroBerer Schiiissel zu 680 ist cin ,,Unterlauf* entstanden

Falls der Nachbarknoten mindestens (m+1) Schliissel enthielt, ist nun das Lischen been-
det. Besitzt der Nachbarknoten jedoch genau m Schliissel, dann wiirde er beim Weiter-
schieben eines Schliissels unterlaufen. In diesem Fall verschmilzt man ihn mit dem un-
tergelaufenen Blatt und fiigt noch den zugehdrigen Schiiissel des Vaterknotens hinzu, so
daB ein Blatt mit 2m Schliisseln entsteht. Loscht man in Abb. 6b z.B. noch 776, dann ent-
steht die in Abb. 6¢c angegebene Situation. Da hierbei im Vaterknoten ein Schliissel ent-
fernt wird, kann dieser eventuell unterlaufen usw.

Loscht man in dem Baum der Abb. 5 nacheinander erst 680 und dann 776, so erhilt man
schlieBlich den in Abb. 6d angegebenen B-Baum.
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Abb. 6c: Verschmelzen zweier Bliitter; in
diesern Fall muB der Vaterknoten, der als
Folge des Verschmelzens untergelaufen ist,
mit seinem Nachbarknoten verschmolzen
werden usw.

Abb. 6d: B-Baum aus Abb. 5 nach dem
Entfernen der Schliissel 680 und 776.

Man erkennt: Suchen, Einfitgen und Loschen erfordert so viele Schritte, wie es Knoten auf
dem Pfad von der Wurzel bis zu einem Blatt gibt. Bei einem B-Baum der Ordnung m mit n
Knoten sind dies groBenordnungsmiBig logy(n). B-Biume sind daher eine ideale Speicher-
struktur fur sich laufend veriindernde Datenbesténde.

Bemerkung:

Ein B-Baum der Ordnung m wird oft auch folgendermaBen definiert:

a) Alle Blitter besitzen das gleiche Niveau.

b) Jeder Knoten (mit Ausnahme der Wurzel) besitzt mindestens [m/2] Sthne und héchs-
tens m SGhne. ,

¢) Die Wurzel besitzt mindestens 2 und hochstens m Schne.

d) Jeder Knoten mit k Sthnen enthilt genau k - 1 Schliissel.

¢) Suchbaumeigenschaft wie oben.

Durch diese Definition sind mehr Béume erfaBt als durch die urspriingliche. Zum Beispiel
lassen sich so die B-Baume der Ordnung 3, die sogenannten 2-3-Biiume, definieren, was
mit der fritheren Definition nicht méglich ist, da hier die maximale Anzahi von Schliisseln
in einem Knoten ungerade ist. :
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